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Vorwort

Hier findet der Leser eine Einflihrung in die Technik des Integrierens. Auf Anwendungen wie

Flachenberechnungen wird noch nicht eingegangen. Fur Anfanger bestens geeignet.

Inhalt dieses Textes

1 Das unbestimmte Integral — Allgemeine Stammfunktior 4
1.1 Grundsatzliches, was man wissen muss 4

1.2 Potenzregel zum Aufleiten 5
Trainingsaufgaben 1 bis 4 8

2 Bestimmte Stammfunktionen 9
Trainingsaufgaben 5 und 6 10

Lésungen der Trainingsaufgaben 11-16

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



48011

Differenzial — Stammfunktion — Unbestimmtes Integral

1 Das unbestimmte Integral — allgemeine Stammfunktionen

1.1 Grundsatzliches, was man wissen muss

Will man die Ableitung einer Funktion riickgangig machen, muss man eine Rechnung durchfihren, die

man auch ,aufleiten nennt. Der eigentliche Fachausdruck dafur heif3t Integrieren.

Formal sieht das so aus:

y =f(x)

wird durch Ableiten y'=f'(x)

bzw. das Differenzial dy =f'(x)-dx

(1)

Die Aufgabe, das Differential rickgangig zu machen, hat zu einer neuen Schreibweise gefuhrt.

Man sagt, ,das Integral macht das Differential rickgangig“ und scbk S

[dy=y

(2

Bis jetzt ist dies eine formale Schreibweise, die wir mit Leben flller  »llen.

Zunachst erinnern wir uns daran, dass das Differential so "=finiert w

Ersetzt man darin dy mittels (1), dann folgt:

Oder aber, weil y = f(x) ist:

If'(x)dx:y

f(» "e(x)dx

®)

Man nennt die durch Integrieren ” =w. Aut. 1) ge.
In der Gleichung (4) ist f(x) e’

stammfunktio

~ane ‘Inktion eine Stammfunktion.

" f(x).

Das folger.

Ich leite eine F

~ auf una

al) £/ =x-x*+1  ‘ofert

» Stammfunktion vor.

lci. e als Ergebnis ej

a2) f,(x)=x

Die Stammfur.

Die Funktion f'(x) =3x? —2x hat also beliebig viele Stammfunktionen, die sich alle nur im

24 E’ «efert

Absolutglied unterscheiden:

f'(x)=3x" - 2x

Beispr’

~he dies 2’

zeigt ein dabei entstehendes Problem:

3x% - 2x, also ist

f,'(x) = 3x% —2x, also ist

von f,'(x) = 3x2 — 2x ist also

Aufleiten zur Stammfunktion

.«@ammfunktion wieder riickgangig.

dy = (3x2 —2x)~dx .
(x)=3x*-2x istalso f(x)= J‘(3x2 —2x)dx = x* - x° +[1

ch die gegebene Funktion verwendet.

dy =(3x2 —2x)-dx.

f(x)= J‘(3x2 —2x)dx =x* —x? +[g]

Ich habe auch hier als Ergebnis die gegebene Funktion verwendet.

<

Ableiten

—=(f(x)=x-x*+C, CeR
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Noch so ein Beispiel:

b1) f(x)=x2+3x—2 liefert f'(x)=2x+3, also ist dy = 2x+3)dx
Die Stammfunktion von f'(x)=2x+ 3 ist daher f(x) :J

b2) f(x):x2+3x+ liefert  f'(x)=2x+3, alsoist dy = (2x+3)dx

Die Stammfunktion von f'(x) = 2x + 3 ist dann hier f(x)= I(2x+ 3)dx = x* + 3x +[8]

Aufleiten zur Stammfunktion

Ableiten

f'(x):2x+3

f(x):x2+3x+C, CeR

Merke:

Da beim Ableiten einer Funktion das Absolutglied v¢ ,chwindet, kan. s bei
der Umkehrung, also dem Integrieren bzw. Aufleiter »hne eine zusatz he
Angabe) nicht rekonstruiert werden.

Daher spricht man auch nicht von ,, der“ Star. n ‘“tions _(S von
einer Stammfunktion.

Fur die gezeigten Beispiele Iost. ~. das Prc lem s. .ass man der
Stammfunktion eine Konst> te Cai. hsoi. “~d ‘bt:

\sz —2x)dx:x‘ “+C

_[(2x+?\ =x®+3x+L

Stammfunktioner ~it diesem S, randen + Cr  .cman auch unbestimmte Stammfunktionen-

In Abschnit*  .wu geo auf weiw.  ‘NVeisr  ..an dieses C bestimmen kann, wie man also dann

eine be  .imte Stammfu, n erhai.
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1.2 Potenzregel zum Aufleiten:

Ich nenne die gegebene Funktion f und die Stammfunktion F.
Mein Vorgehen sieht so aus: Ich zeige, wie die Stammfunktion entsteht und bestéatige dies

durch die Probe, bei der ich durch Ableiten der Stammfunktion zeige: F'(x)=f(x)

3

(1) f(x)=x F(x):szdx:%JrC oder=+x°+C Probe: F'(x)=+4-3x* =x’

4
2 f(x)=x° F(x)=jx3dx=XT+C oder =+x*+C  Probe: F'(x)=

I
I
x

w
1]
x
w

9

@) f(x)=x° F(x)=Ix8dx=%+C oder =£+x°+C  Probe  (x)=%-. X’

Die Potenzregel lautet:

n+1 |

(4) f(x)=x" = F(x) =Jx"dx = ~olange n=# -1 is

n+1

In Worten:

Der Exponent wird um 1 erhoht, anschlieBend teil. ran . h den neuen Exponenten.

Die Potenzregel gilt auch fiir negativ "xpu.. ~n,a » einfache Bruchfunktionen:
_ 1 e dx = | [x2 X! _

(5) f(x)—x—z—x F(x) Xde—|:[7xdx —+ﬂ——»x C
1 , 1 x2 1 1 1

6) f(x)=—=x7° V)= . x%dXx =—+yu|=——=+C=-—-—+C

©) (x) x3 ) I X3 |J. -2 U| 2x2 2 x°

(7)  Sie kann nicht gelten fli 1, wie folgen~  .echnung zeigt:
' il If— 9

fl- —=x" V= I—u dx = X +C|, denn durch 0 kann man nicht teilen.

X X

v " manweiB, dass ¢ “unktion f(x)=In(x) die Ableitung f'(x) 1 hat, wird dieses
X

Ausnai  Integral ve ndlich: jldx=|n|x|+c
X

DerBetrag  t .igt, weil diese Regel auch fir negative x-Werte gelten muss.

Nun zwei Integrale mit einem konstanten Faktor: Er bleibt beim Aufleiten unverandert:

-3
(8) jidx = jz xdx=2-X—vcl=—2.1 . ¢ mit dem Konstanten Faktor 2.

x4 -3 3 X

]
(9) j 12 dx = Il~x’2dx:l-X—+C :—l~l+C oder:—i+C
2x 2 2 1 2 x 2x

Dieses Beispiel fallt Schiilern schwer, weil der Faktor 2 im Nenner steht und der konstante

Faktor daher nicht 2 sondern % ist!
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Die Potenzregel gilt auch fiir Bruch-Exponenten, also einfache Wurzelfunktionen:

1 3 1
Daran muss man sich erinnern:  x2 = \/; , X2 = x\/;, X3 =3x
X2 = L X2 = L
X xv/x
1 % 3
(10) .[x/;dx:.fxfdx:%+c :%x5+0:%x\/;+0
2
3 ! 1 —
Zur Probe leitet man ab: (%X2 + C) =2.3.x2 =-
1 1 %
-1 X
(11) —dx=|[x2dx=2—+C|=2Jx+C
[ [xox
| 1T 2y
Probe durch Ableiten: (2«/; + C) 2+C|. ?2=—
Jx

Noch zwei Integrationen mit konstanten Faktoren:

(12) J‘\/ngZJ‘\/E-\/;dXZ\/E-J‘x :\lz\f +C=- @.x\/x+C

N

Es gibt dazu ein~  .rinierte Nebenrech. go\/—': 2 =\/§'>§=£
3V2 3.2 3.% 3
3 1 .1 3 3:2
13 —dx = —=dx —.x Zdx=—2-24C="2.x+C=3/2-/x+C
%) '[«/5 JVA '« 2 1 V2
2
VT -echnur._ 3:—1 —Z:M:Sﬁ
S \/5 )5
Zusamme:.  “ung:

2 Potenzregel gilt fiir alle Exponenten aul3er -1.

n+1

X
Fir. n=—1 gilt jx”dx -2 _1cC

n+1

Fir n=-1 gilt j%dx:ln|x|+c
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Trainingsaufgabe 1

a) .fx‘sdx b) Istdx c) Ix—zzdx d) .[3x dx e) I%x5dx

Trainingsaufgabe 2

1
a) f%dx b) J'f—sdx 0) %dx d) jSiz dx e) oo
Trainingsaufgabe 3
a) '[x«/; dx b) j% dx c) J«/& dx d) j% dx I2x1/; dx

Trainingsaufgabe 4

Anleitung:  Eine Summe leitet man ab, indem man die einzelnent  ymanden getrennta' tet.

Das gilt natiirlich dann auch fir die Umkeh  wlso fir “=iten bzw. Intec  en.
a) j(3x+1)dx b) j(xz— -

o) [(+x-Fx+4)dx S (3 -2 +2)dn

e) [(2x*-x*+2x*—1x+5)dx o 4 -5x% e ax-T)dx

9)  [(-x+2) dx h — F-x+3)u

i) jx(x2 —4x+3)dx ) J(x‘ x+1)dx
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2 Bestimmte Stammfunktionen

Beispiele

a) tWeIche Stammfunktion zu f(x)=x* geht durch den Punkt A(2|-1)? J

Zun&chst berechnet man die allgemeine Stammfunktion:  F(x) = Ixzdx =Ix’+C
Weil deren Schaubild durch A(2|-1) gehen, haben wir diese

Bedingung: F(2)=-1
Wegen F(2)=1-8+C
: - 8,c=-_ -1-8__11
Es folgt: 2+C=-1 = 3+C=-1 = C=-1-3=—7
Ergebnis: F(x)=4x’ -1
Probe: F(z):%.g_g:%:_%:_

b) [Welche Stammfunktion zu f(x)=4x*-3x+5 gehtdurchdc >unkt P(0]|2)? ’

2

Allgemeine Stammfunktion: F(x)= _[(4x2 =3 . = 4% X_i5x+C
Bedingung: F(0)=2
Andererseits ist F(0)=C
Also folgt: C-
Ergebnis: F(x)=, -3x . 2
: . . Vo2t .
c) Bestimme die Stamr «tionzu f(»'==~——_ en Schaubild durch R(\/E [ 1) geht.
X
Allgemeine Stammi.  n:
2x* +1 1 x* x? 1
F(x)= 7 Zodx=(]- -c—l|dx=[l" x? =2+ 4C=x-——
(x) dx jL . Y3jdx [ X )dx 5 + > +C=x o +C
zrstnachdies formunge at- ule Stammfunktion
Bedingung: F\ 4)=1
Andererseits ist F(«/E) =2-;+C=I+C
wird I+C=1 & C=1-1I=-3
. 1 3
Ergebnis: F(x)=x"——-=
Ergebnis: (%) o 4

d) [ Bestimme die Stammfunktion zu f(x) = J2x , deren Schaubild durch R(Q | 18\/5) geht.]

F(x)= JN2K dx = [V2-3x-dx =2 [xbax =2 X4 =2 2" v

Bedingung: F(9)= 18v2

Andererseits: F(9):x/§~§-x/§3+C:\/§-§~33+C:\/§-§~27+C:18-\/§+C
Daraus folgt: 18V2+C=18V2 = C=0

Ergebnis: F(x):ﬁé-x&s
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Trainingsaufgabe 5

Stammfunktion zu durch
a) f(x)=1x*+2x*-5 A(112)
b) f(x)=1x*+4x-12 Q(0]2)
o | f(¥)=% P(314)
d) | f(x)= 5"2); 2 B(1]3)
2-x
= C(1]1
o | 100-2 (1)
f) f(x):xz—x+i2 T(2]12)
X
2
=< U(el|”
9) | f(x)=5 (el
Trainingsaufga. 6
Stamr M zu ¢ <h
a) | f(x)=v A 160)
b) &) =/2x )
1
. f(x)=—¢ C(16]-2)
1) f(»  ux+2x D(2]0)
1
- C(3]1
€, X) J3x (311)
! "
! k2 R(413)
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